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工程力学



一 理论力学：静力学

1 受力分析
刚体

理论力学：静力学——刚体

材料力学——柔性体

平衡（静力学公理）
公理1：二力平衡：二力构件、二力杆
公理2：加减平衡力系：等效力系
推论1： 力的可传性
公理3：力的平行四边形法则
推论2：三力平衡汇交定理
公理4：作用和反作用公理

力系
平面汇交力系：各力的作用线或延长线都在一个平面内且汇交于一点

平面平行力系：各力的作用线或延长线都在一个平面内且相互平行
力偶与力偶系：作用在刚体上大小相等、方向相反且不共线的两个力构成力偶，作用在刚体上
的一群力偶构成力偶系，二力作用线称为力偶臂，用d表示
平面任意力系：各力作用线在同一平面内，既不完全汇交于一点又不完全平行的力系
空间任意力系：各力作用线在同一空间内，既不完全汇交于一点又不完全平行的力系

约束
柔性体约束：皮带、链条、绳索等
约束特征：限制物体沿柔索方向运动

约束反力特征：作用在接触点，方向沿着绳索背离物体



光滑面约束：齿轮传动等
约束特征：只限制物体沿公法线方向趋向于支承面方向的运动

约束反力特征：方向沿接触面公法线方向，指向受压物体



光滑铰链约束：圆柱销等
（1） 固定铰链约束/固定铰链支座/固定铰支：
约束特征：只限制物体沿圆柱形径向的运动，不限制其轴向运动和绕轴线转动

约束反力特征：方向沿销钉径向，指向不确定（两个垂直分量 替代）

（2）中间铰链约束/中间铰：
特征同固定铰支

（3）活动铰链约束/活动铰链支座/辊轴支座：
约束特征：只限制物体沿垂直于支承面方向的运动
约束反力特征：通过铰链中心并指向物体（ ）

F ​,F ​x y

F ​y



固定端约束
约束特征：限制构件移动和转动
约束反力：

2 平面任意力系简化及平衡
汇交力系合成：

几何法：平行四边形法则、三角形法则

解析法/投影法：

投影和分力的区别：

(1)分力是矢量，投影是标量
(2)分力与合力之间遵循平行四边形法则，投影与合力之间是合力的垂足间线段的关系
(3)在直角坐标轴上投影与分力的大小相同（斜坐标系下可能不同）

汇交力系平衡：
三力平衡汇交定理：

F ​,F ​,Mx y



力偶系合成
力对点的矩

力对轴的矩
力偶系平衡：

平面任意力系向一点简化
力的平移定理：作用于刚体上任一点的力可平移到刚体上任一点而不改变对刚体的作用效应，

但需增加一附加力偶，附加力偶的力偶矩矢等于原力对新的作用点之矩矢

结果：分解为平面共点力系和平面力偶系，获一主矢 和主矩

平面任意力系的平衡：

​F ​ =
i=1

∑
n

i 0

​M ​ =
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∑
n

i 0

F∑ M ​(F )∑ O



静不定问题

静定问题：未知量少于或等于独立平衡方程数目
静不定体系：未知量多于独立平衡方程数目

解决方法：（材料力学）使用位移协调



3 桁架
桁架：由一些细长直杆按适当方式分别在两端连接而成的几何形状不变的结构
桁架模型：平面桁架、空间桁架

理想桁架：各杆内力只有轴力（拉力或压力），无弯矩和剪力（二力杆）

计算内力：
（1）节点法：研究对象为汇交力系节点，从已知节点逐一求解，直至待求杆内力得解
（2）截面法：将待求杆附近桁架截面截开，用外载荷来代替
零力杆：轴力为零的杆，作用：原杆破坏后可以起到保护的作用



4 摩擦

5 重心

二 材料力学

1 材料力学基础
外力：作用在构件上的力（外加载荷、约束力）

作用位置：

体积力：连续分布在各点中的力
表面力：分布力（面分布力、线分布力）、集中力

作用时间：
静载荷：载荷缓慢增至某一定值后保持不变或变化很不显著

动载荷：交变载荷、冲击载荷

内力：构件在外力作用下发生变形，其内部因相对位置改变引起的相互作用
轴力：拉伸压缩变形（ ）
剪力：剪切变形（ ）
扭矩：扭转变形（ ）
弯矩：弯曲变形（ ）

承载能力：
变形：

弹性变形：随外力解除后消失
塑性变形：随外力解除后不会消失

失效：由于各种原因，使构件丧失正常工作能力的现象
i. 强度：构件有足够抵抗破坏的能力
强度失效：构件在外力作用下发生不可恢复的塑性变形或断裂

ii. 刚度：构件有足够抵抗弹性变形的能力
刚度失效：构件在外力作用下产生过量的弹性变形

iii. 稳定性：构件有足够保持原有平衡状态的能力
稳定失效：构件在外力作用下平衡形式发生改变

材料力学指标：安全性、经济性
基本假设：

连续性假设：假设无隙并置，可用连续函数来表示构件的各力学量（内力，应力，应变，
位移等）
均匀性假设：假设材料力学性能与其在构件中的位置无关
各向同性假设：假设材料在各个方向具有相同的力学性能

F ​ or F ​x N

F ​,F ​ or F ​y,F ​zy z s s

M ​ or Tx

M ​,M ​y z



小变形假设：假设构件变形远小于构件本身的几何尺寸
应力与应变：

变形：

轴向拉伸压缩：

剪切：

扭转：



弯曲：

应力：截面上一点处内力的聚集程度
机械应力：外力作用时物体各部分发生相互作用产生的内力

热应力：温度改变时，不能完全自由胀缩导致相互作用产生的内力

正应力与切应力：

Δ ​ =F ​R Δ ​ +F ​N Δ ​ +F ​sy Δ ​F ​sz

 

平均应力： =σ ​

ΔA

ΔF ​R



应变：应力作用下的形变

线应变/正应变：

切应变：

2 轴向拉伸压缩
轴力及轴力图：

 

集度： ​ =
ΔA→0
lim σ ​

ΔA

ΔF ​R

 

正应力：σ = ​ ​

ΔA→0
lim

ΔA

ΔF ​N

 

切应力：τ = ​ ​

ΔA→0
lim

ΔA

ΔF ​s

ε ​ =x ​

dx

du

γ (rad)



拉压杆应力：
横截面：

平面假设：变形前为平面的横截面，变形后仍保持为平面且垂直于轴线

均匀性假设：正应力均匀分布

拉应力为正，压应力为负
斜截面：

σ = ​

A

F ​N

σ ​ =α p ​ cosα =α σ cos α2



圣维南原理：非均匀分布只影响距离载荷作用区约构件横向尺寸以内的应力分布

拉伸力学性能：
低碳钢：
加载规律：

（1）弹性阶段o-a-b：
比例极限：

弹性模量：o-a段斜率 （a-b段非正比关系）

弹性极限：
（2）屈服阶段b-c：

屈服极限/屈服应力：
（3）硬化阶段c-e：

强度极限：

τ ​ =α p ​ sinα =α ​ sin 2α
2
σ

σ ​p

 E = ​

ε

σ

σ ​e

σ ​s

σ ​b



（4）颈缩阶段e-f
卸载规律：

塑性：材料能经受较大变形而不被破坏的能力
塑性指标：

伸长率：

收缩率：

δ = ​ ×
l ​0

l − l ​0 100%

A A



其他塑性材料：

对于没有明显屈服阶段的塑性材料，如硬铝、50钢、30铬猛钢等，工程上通常以卸载后产生
0.2%的残余应变的应力作为屈服应力，即
脆性材料（如灰口铸铁）：

ψ = ​ ×
A ​0

A ​ − A ​0 min 100%

σ ​ =s σ0.2



无明显塑性变形、屈服阶段、颈缩现象
强度极限  为其拉断时最大应力

压缩力学性能：
低碳钢：

灰口铸铁：

 σ ​b

σ ​、σ ​、σ ​、E同拉伸，σ ​测不出e p s b



故灰口铸铁适用于作承压材料



应力集中：由于截面急剧变化引起应力局部增大的现象



脆性材料  发生断裂，需考虑应力集中
塑性材料 后不再增大且趋于均匀分布，故可不用考虑应力集中

减小应力集中：改变形状（圆角）、合理选择位置（远离边缘）、合理选择方向（截面变化梯
度小）、增加卸载槽等

剪切：
受力特点：构件受等值、反向、作用线距离很近的二平行力作用
变形特征：杆件沿两力之间的截面发生错动，甚至破坏

剪切面： 发生错动的面。剪切面与外力方向平行
单剪切：有一个剪切面的杆件，如铆钉

双剪切：有两个剪切面

σ ​ =max σ ​b

σ ​ =max σ ​s



挤压：
挤压破坏： 在挤压面产生过大的塑性变形 (导致连接松动)、压溃或连接件(如铆钉) 被压扁
挤压面： 连接件和被连接件相互压紧的接触面挤压面与挤压力垂直
挤压力 ： 挤压面上的压力
挤压应力 ： 挤压面上的正应力

连接强度失效：
剪切破坏

F ​bs

σ ​bs



挤压破坏

拉断

强度条件：
失效极限应力：

许用应力：

σ ​ =u ​ ​ ​⎩⎨
⎧ σ ​s

σ ​b

塑性材料

脆性材料



塑性材料：[ ]=[ ]=[ ]
脆性材料：[ ] [ ]

剪切强度条件：

提高强度措施：增大剪切面、增加剪切面数量

挤压强度条件：

提高强度措施：增大挤压面、增加挤压面数量（连接件数量）

拉压强度条件：

常见问题：
强度校核

截面设计

确定承载能力
拉压杆变形与拉压静不定：

胡克定律：
比例极限内，正应力与正应变成正比

轴向变形：

[σ] = ​ ​ ​

⎩
⎨

⎧
​

n

[σ ​]s

​

n

[σ ​]b

塑性材料

脆性材料
σ ​t σ ​c σ

σ ​t = σ ​c

τ = ​ ≤
A ​s

F ​s [τ ]

σ ​ =bs ​ ≤
A ​bs

F ​bs [σ ​]bs

σ =max ​ ​ ≤(
A

F ​N )
max

[σ]

σ ≤ σ ​,σ =p Eε

 

Δl = ​

EA

F ​lN

 
EA为拉压刚度



横向变形：

拉压静不定问题：
静不定度：未知力的数量减去平衡方程的数量

解决办法：补充变形协调方程（虚功原理）

3 圆轴扭转
扭转：

外力特征：作用面垂直于杆轴的力偶

变形特征：各横截面间绕轴线作相对旋转，轴线仍为直线
扭转与轴：杆件横截面绕轴线作相对旋转为主要特征的变形形式一扭转以扭转为主要变形的杆

件一轴
扭力偶：作用面垂直于杆轴的力偶
扭力偶矩：扭力偶之矩(或扭力矩) 
扭矩：内力偶矩
扭转角：横截面间绕轴线的相对角位移
扭转切应变:

扭矩图
基本假设：

扭转平面假设

Δb = b −′ b

 

ε =′
​ =

b

Δb
−με = − ​

E

μσ

 
μ为材料的泊松比，0 < μ < 0.5

 M
 T

 φ
 γ



切应力互等定律：



剪切胡克定律：在剪切比例极限 内，切应力和切应变成正比

圆柱扭转切应力：

τ =′ τ

 
方向均指向或离开该交线

τ ​p

τ = Gγ

 
G为切边模量

 

对于各向同性材料：G = ​

2(1 + μ)
E

γ ​ =ρ ​

dx

ρdφ

 

​为单位长度相对扭转角
dx

dφ

 

τ =ρ Gρ ​

dx

dφ



最大扭转切应力：

实心圆截面：

空心圆截面：

圆柱扭转强度与刚度：
扭转失效形式：

失效极限切应力：

 

I ​ =p ​ρ dA, 称为极惯性矩∫
A

2

 

​ =
dx

dφ
​

GI ​p

T

 

τ ​ =ρ ​

I ​p

Tρ

τ ​ =max ​ =
I ​p

TR
​

W ​p

T

 

W ​ =p ​, 称为抗扭截面系数
R

I ​p

I ​ =p ​, W ​ =
32
πD4

p ​

16
πD3

I ​ =p ​(1 −
32
πD4

α ), W ​ =4
p ​(1 −

16
πD3

α )4

α = ​, 称为空心度
D

d

τ ​ =u ​ ​ ​⎩⎨
⎧ τ ​s

τ ​b

塑性材料屈服

塑性材料断裂（脆性材料一般被拉断）



许用切应力：

强度条件：

合理强度设计：
截面设计（空心优于实心，同时提高经济性）
变截面轴与阶梯轴（提高经济性）

圆柱扭转变形：

刚度条件：

4 梁的弯曲
弯曲及其特征：

外力特征：外力或外力偶的矢量垂直于杆轴

变形特征：杆轴由直线变为曲线
弯曲与梁：以轴线变弯为主要特征的变形形式——弯曲，以弯曲为主要变形的杆件——梁

计算简图：画计算简图时，通常以轴线代表梁
梁的类型：

[τ ] = ​ ​ ​

⎩
⎨

⎧
​

n

[τ ​]s

​

n

[τ ​]b

塑性材料

脆性材料

τ ​ =max ​ ​ ≤(
W ​p

T )
max

[τ ]

φ =
GIp

Tl

 
GI ​为圆截面的扭转刚度p

θ = =
dx

dφ
​ ≤

GI ​p

T
[θ]

 
[θ]为单位长度许用扭转角



剪力：作用线位于所切横截面的内力
弯矩：矢量位于所切横截面的内力偶矩



剪力图与弯矩图：

步骤：
1.问题分析
2.计算支反力、剪力和弯矩
3.画剪力图、弯矩图

非均布载荷和线性分布载荷：





刚架内力：



梁的弯曲应力：
弯曲切应力

弯曲正应力
对称弯曲：梁的变形对称于纵向对称面（外力作用在对称截面梁的对称面内）

纯弯曲：仅有弯矩一种内力
对称弯曲正应力：

基本假设：
弯曲平面假设：横截面变形后仍为平面，与纵线正交

单向受力假设：纵向线仅承受轴向拉应力或压应力

中性轴与中性层：（中性层：长度不变的层，其与横截面的交线为中性轴）

τ

σ



中性轴过截面形心

矩形截面：

实心圆截面：

空心圆截面：

ε = ​,  ρ为曲率半径
ρ

y

 

σ = Eε = ​

ρ

Ey

​ =
ρ

1
​

EI ​z

M

 

I ​ =z ​ y dA, 为截面对z轴（中性轴）的惯性矩∫
A

2

 

S ​(A) =z ​ ydA, 为截面面积对z轴的静矩∫
A

 
EI ​为梁截面的弯曲刚度z

 

σ = ​

I ​z

My

 

σ ​ =max ​ =
I ​z

My ​max
​

W ​z

M

 

W ​ =z , 称为抗弯截面系数
y

Iz

I ​ =z ​, W ​ =
12
bh3

z ​

6
bh2

I ​ =z ​, W ​ =
64
πD4

z ​

32
πD3

I ​ =z ​(1 −
64
πD4

α ), W ​ =4
z ​(1 −

32
πD3

α )4



对于圆形截面：

组合截面：

平行轴定理：

对称弯曲切应力：

矩形截面：

梁的弯曲变形：
挠曲轴：外力作用下发生变形后的梁
挠曲轴是一条连续、光滑曲线

对于细长梁，剪力对弯曲变形影响一般可忽略不计，因而横截面仍保持平面，并与挠曲轴正交
研究弯曲变形的目的：进行梁的刚度计算，分析静不定梁，为研究压杆稳定问题提供有关基础

挠度 ：横截面形心在垂直于梁轴方向的位移，向上为正

转角 ：横截面的角位移，逆时针为正

挠曲轴近似微分方程：

I ​ =p I ​ +z I ​y

I ​ =z I ​∑ i

I ​ =z I ​ +z0 Aa2

I ​ =y I ​ +y0 Ab2

τ(y) = ​

I ​bz

F ​S ​(ω)s z

τ(y) = ​ 1 − ​

2bh
3F ​s (

h2

4y2

)

​ =
τ ​max

σ ​max
​

h

4l

 w
 θ

θ = ​

dx

dw

​ =
ρ

1
​

EI ​z

M

 



求解弯曲变形：

积分法：边界条件

叠加法：

静不定梁：

梁的强度条件及合理强度设计：
梁的强度条件：

​ =

1 + ​[ (
dx

dw)
2

]
​2

3

​

dx2

d w2

​

EI ​z

M(x)



变截面梁

等强度梁（一般为变截面梁）
满足

梁的合理强度设计：
合理截面形状设计：空心结构、较小截面面积获得较大

合理安排约束加载方式
制成静不定梁

梁的刚度条件及合理刚度设计：
梁的刚度条件：

梁的合理刚度设计：
缩短梁长

改进约束形式

改进加载方式
增大截面惯性矩

提高材料弹性模量

5 应力状态分析
基本概念：

主平面：切应力为零的平面
主应力：主平面上的正应力

应力状态分类：

σ ​ =max ​ ​ ≤(
W ​z

M )
max

[σ]

 

τ ​ =max ​ ​ ≤(
I ​bz

F ​S ​s z )
max

[τ ]

​ =
W (x)
M(x)

[σ]

 W ​z

∣w∣ ≤ [δ]
 

∣θ∣ ≤ [θ]

σ ​ ≥1 σ ​ ≥2 σ3





斜截面应力状态分析：



应力圆：

复杂应力圆：



广义胡克定律（适用于各向同性材料，线弹性范围内）：



6 复杂应力状态强度问题
基本强度条件：

基本失效：

脆性断裂：



塑性屈服：

相当应力：

强度理论：
第一强度理论/最大拉应力准则：

断裂失效条件：

强度条件：

局限性：没有考虑其他两个应力的影响，且对没有拉应力的状态(如压缩等) 也无法适用
第二强度理论/最大拉应变准则：

断裂失效条件：

σ ​ =1 σ ​b

σ ​ =r,1 σ ​ ≤1 ​ =
n

σ ​b [σ]

ε ​ =1 ε ​ =1u ​

E

σ ​b

 or



强度条件：

第三强度理论/最大切应力准则：
屈服失效条件：

强度条件：

安全性较高，机械动力行业常采用第三强度理论

第四强度理论/畸变能密度准则：
畸变能密度：

屈服失效条件：

强度条件：

土建行业常采用第四强度理论

σ ​ −1 μ(σ ​ +2 σ ​) =3 σ ​b

σ ​ =r,2 σ ​ −1 μ(σ ​ +2 σ ​) ≤3 [σ]

τ ​ =max τ ​s

 or

​ =
2

σ ​ − σ ​1 3
​

2
σ ​s

σ ​ =r,3 σ ​ −1 σ ​ ≤3 [σ]

ν ​ =d ​(1 +
6E
1

μ)[(σ ​ −1 σ ​) +2
2 (σ ​ −2 σ ​) +3

2 (σ ​ −3 σ ​) ]1
2

ν ​ =d ν ​ds

 or

​ ​ =
​2

1
(σ ​ − σ ​) + (σ ​ − σ ​) + (σ ​ − σ ​)1 2

2
2 3

2
3 1

2 σ ​s

σ ​ =r,4 ​ ​ ≤
​2

1
(σ ​ − σ ​) + (σ ​ − σ ​) + (σ ​ − σ ​)1 2

2
2 3

2
3 1

2 [σ]



单向纯剪切组合：

7 压杆稳定
压杆稳定：细长的受压杆当压力达到一定值时，受压杆可能突然弯曲而破坏，即产生失稳现象
临界载荷：使压杆直线形式的平衡，开始由稳定转变为不稳定的轴向压力值
临界应力：压杆处于临界状态时横截面上的平均应力

欧拉公式：



矩形截面需要考虑失稳方向性

压杆临界应力：

惯性半径： （圆形截面 ）

柔度/细长比：

临界柔度：

临界应力：

F ​ =cr ​

(μl)2

π EI2

 
μl 为相当长度, μ为长度因数

i = ​I/A i = ​

4
D

λ = ​

i

μl

λ ​ =d π ​​

σ ​p

E

σ ​ =cr ​ (λ ≥
λ2

π E2

λ ​)p
 

σ ​ =cr a − bλ (λ ​ ≤s λ < λ ​)p
 

σ ​ =cr a − bλ  (0 <2 λ < λ ​)p



杆的分类：
第一类杆（细长杆/大柔度杆）失稳时应力未超过比例极限，可用欧拉公式计算
第二类杆（中柔度杆） 失稳应力超过比例极限，可用经验公式拟合
第三类杆（粗短杆/小柔度杆）仅需考虑压缩强度，塑性材料临界应力为屈服极限

压杆稳定条件：
安全系数法：

折减系数法：

压杆合理设计：
合理选用材料：大柔度杆选高弹性模量，中柔度杆选择屈服极限和比例极限高的材料，小柔度
杆按强度要求选择材料

合理选择截面：空心结构、材料放在离截面形心较远处等

合理安排压杆杆长与约束：缩短杆长，减小长度因数

F ≤ ​ =
n ​st

F ​cr [F ​]st

 or

σ ≤ ​ =
n ​st

σ ​cr [σ ​]st

[σ ​] =st φ[σ]
 or

σ ≤ φ[σ]


